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Modele binomial
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Modele binomial

Actif sir

/ Xo(l + r)
Xo
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Modele binomial

Actif siir Actif risqué

/XO(1+r) p Su - SOU
Xo S

0

1-p 59— Sod
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Modele binomial

Actif siir Actif risqué
/X0(1+r) p Su - Sou
XO 50
1—
P S9 = Syd
Valeur du contrat :
VY i 5 =S¢
Vd si 51 = Sd.
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Call européen

o VU= (Sou— K)* et VI = (Sod — K)T.
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Call européen

o VU= (Sou— K)* et VI = (Sod — K)T.
@ C'est la valeur d'une option d'achat (call) sur I'actif.
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Call européen

o VU= (Sou— K)* et VI = (Sod — K)T.
@ C'est la valeur d'une option d'achat (call) sur I'actif.

Une option d’achat de prix d’exercice K est le droit
d’acheter I'actif sous-jacent au prix K a l'instant T.
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Call européen

o VU= (Sou— K)* et VI = (Sod — K)T.
@ C'est la valeur d'une option d'achat (call) sur I'actif.

Une option d’achat de prix d’exercice K est le droit
d’acheter I'actif sous-jacent au prix K a l'instant T.

o Si le prix réel Syu est supérieur a K, le détenteur du call exerce son
droit d'achat et revend aussit6t. Il gagne donc Sou — K.
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Call européen

o VU= (Sou— K)* et VI = (Sod — K)T.
@ C'est la valeur d'une option d'achat (call) sur I'actif.

Une option d’achat de prix d’exercice K est le droit
d’acheter I'actif sous-jacent au prix K a l'instant T.

o Si le prix réel Syu est supérieur a K, le détenteur du call exerce son
droit d'achat et revend aussit6t. Il gagne donc Sou — K.
e Sinon, le détenteur du call ne fait rien et donc ne gagne, ni ne perd.
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Call européen

o VU= (Sou— K)* et VI = (Sod — K)T.

@ C'est la valeur d'une option d'achat (call) sur I'actif.
Une option d’achat de prix d’exercice K est le droit
d’acheter I'actif sous-jacent au prix K a l'instant T.

o Si le prix réel Syu est supérieur a K, le détenteur du call exerce son
droit d'achat et revend aussit6t. Il gagne donc Sou — K.
e Sinon, le détenteur du call ne fait rien et donc ne gagne, ni ne perd.

o Call américain : on peut exercer ce droit n'importe quand avant T.
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Call européen

o VU= (Sou— K)* et VI = (Sod — K)T.

@ C'est la valeur d'une option d'achat (call) sur I'actif.
Une option d’achat de prix d’exercice K est le droit
d’acheter I'actif sous-jacent au prix K a l'instant T.

o Si le prix réel Syu est supérieur a K, le détenteur du call exerce son
droit d'achat et revend aussit6t. Il gagne donc Sou — K.
e Sinon, le détenteur du call ne fait rien et donc ne gagne, ni ne perd.

o Call américain : on peut exercer ce droit n'importe quand avant T.

@ Put : droit de vente.
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Question

3 parameétres
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Question

3 parameétres

@ Sy prix initial
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Question

3 parameétres
@ Sy prix initial

@ K prix d'exercice
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Question

3 parameétres
@ Sy prix initial
@ K prix d'exercice

@ T maturité
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Question

3 parameétres
@ Sy prix initial
@ K prix d'exercice

@ T maturité

2 questions
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Question

3 parameétres
@ Sy prix initial
@ K prix d'exercice

@ T maturité

2 questions

@ Prix du contrat
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Question

3 parameétres
@ Sy prix initial
@ K prix d'exercice

@ T maturité

2 questions

@ Prix du contrat

@ Stratégie de couverture
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-
Arbitrage

Définition

Il'y a arbitrage lorsque
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-
Arbitrage

Définition
Il'y a arbitrage lorsque

@ On est certain de ne pas perdre d’argent,
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-
Arbitrage

Définition
Il'y a arbitrage lorsque
@ On est certain de ne pas perdre d’argent,

@ la probabilité de gagner de I'argent est strictement positive.
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|
Opportunité d'arbitrage

Si la condition
d<l+r<u (1)

n'est pas respectée, il y a opportunité d’arbitrage.
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Opportunité d'arbitrage

Si la condition
d<l+r<u (1)

n'est pas respectée, il y a opportunité d’arbitrage.

1+r<d<u Onemprunte Sy au taux r et on investit tout dans I'actif.
Fortune finale X3

X1 ZSod—So(l—i—r)ZO.
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Opportunité d’'arbitrage

Si la condition
d<l+r<u (1)

n'est pas respectée, il y a opportunité d’arbitrage.

1+r<d<u Onemprunte Sy au taux r et on investit tout dans I'actif.
Fortune finale X3

X1 > Sod—So(l—}—r) > 0.
d < u<1+r On vend a crédit I'actif, ce qui rapporte Sg. On place le
tout a r%.

X1 250(1+r)—50u20.

L. Decreusefond (TPT)
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Non arbitrage et rentabilité

Si absence d’opportunité d'arbitrage, alors il existe une unique probabilité
P, telle que
Ep [51] = 50(1 =+ r).
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Non arbitrage et rentabilité

Si absence d'opportunité d'arbitrage, alors il existe une unique probabilité
P, telle que
E, [S1] = So(1 + r).

Ep [51] = pSou + (1 — p)S()d
donc

pu+(1l—p)d=1+r

1+r—d
@P:ﬁ‘ (2)
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Risque neutre

@ On veut vendre, a l'instant 0, un contrat basé sur I'actif S qui sera
réalisé a 'instant 1.
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Risque neutre

@ On veut vendre, a l'instant 0, un contrat basé sur I'actif S qui sera
réalisé a 'instant 1.

o |l faut déterminer le prix de ce contrat
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-
Risque neutre

@ On veut vendre, a l'instant 0, un contrat basé sur I'actif S qui sera
réalisé a 'instant 1.
o |l faut déterminer le prix de ce contrat

@ et le moyen de I'honorer.
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Risque neutre

@ On veut vendre, a l'instant 0, un contrat basé sur I'actif S qui sera
réalisé a 'instant 1.

Il faut déterminer le prix de ce contrat

et le moyen de I'honorer.
On peut
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Risque neutre

@ On veut vendre, a l'instant 0, un contrat basé sur I'actif S qui sera
réalisé a 'instant 1.

Il faut déterminer le prix de ce contrat

et le moyen de I'honorer.
On peut
e s'endetter
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Risque neutre

@ On veut vendre, a l'instant 0, un contrat basé sur I'actif S qui sera
réalisé a 'instant 1.

Il faut déterminer le prix de ce contrat

et le moyen de I'honorer.
On peut

e s'endetter
o investir a r %,
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Risque neutre

@ On veut vendre, a l'instant 0, un contrat basé sur I'actif S qui sera
réalisé a 'instant 1.

Il faut déterminer le prix de ce contrat

et le moyen de I'honorer.
On peut

e s'endetter
o investir a r %,
o acheter ou vendre des parts fractionnaires de S.
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Risque neutre

@ On veut vendre, a l'instant 0, un contrat basé sur I'actif S qui sera
réalisé a 'instant 1.

Il faut déterminer le prix de ce contrat

et le moyen de I'honorer.
On peut

e s'endetter
o investir a r %,
o acheter ou vendre des parts fractionnaires de S.

@ On doit
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Risque neutre

@ On veut vendre, a l'instant 0, un contrat basé sur I'actif S qui sera
réalisé a 'instant 1.

Il faut déterminer le prix de ce contrat

et le moyen de I'honorer.
On peut

e s'endetter

o investir a r %,

o acheter ou vendre des parts fractionnaires de S.
@ On doit

e ne pas courir de risque,
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Risque neutre

@ On veut vendre, a l'instant 0, un contrat basé sur I'actif S qui sera
réalisé a 'instant 1.

Il faut déterminer le prix de ce contrat

et le moyen de I'honorer.
On peut

e s'endetter

o investir a r %,

o acheter ou vendre des parts fractionnaires de S.
@ On doit

e ne pas courir de risque,
@ ne pas en faire courir a |'acheteur.
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Principe

@ Xp : prix de vente du contrat
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Principe

@ Xp : prix de vente du contrat

@ «p : nombre de parts de I'actif S achetées a l'instant 0.
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Principe

@ Xp : prix de vente du contrat

@ «p : nombre de parts de I'actif S achetées a l'instant 0.

Fortune finale
X1 = agS51 + (1 + r)(XO — 04050).

On veut que
X1 = VWi.

L. Decreusefond (TPT) Couverture et calcul de Malliavin 9 /32



Calculs

S1 = Squ
VY = apSou + (1 + r)(Xo — 04050).
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Calculs
S1 = Squ
VY = apSou + (1 + r)(Xo — aoSo).
51 = Sod

vd = apSod + (1 + r)(Xo — 04050).
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Calculs
51 = Sou
VY = agSou + (1 + r)(Xo - aoSo).
S1 = Sod

V9 = apSod + (1 + r)(Xo — aoSo).

— 50(u—1—r)ao —I—(].—I—F)Xo = VY
So(d—1—r)ag +(1+rXy =V?
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{So(u—l—r)ao + (14X =Wvu
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vy — vd

0T So(u—d)

Xo = 1 <\/U_u_1_r(\/U_\/d))
1+4r u—d
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Transformations

Vu_vd

T S(u—d)
Vu_vd

T Su_gd’
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Transformations

Vu_vd

= Su—d)
_ Vu_vd
T Gqu_gd’

1 /1+r—d 1
Xo ( tr v"+5———1vﬂ

:1+r u—d u—d
1

=—E, [V4].
1+r P[ 1]

risque neutre
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Théoreme
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Théoreme

L’absence d’opportunité d’arbitrage

est équivalente a la propriété
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Théoreme

L’absence d’opportunité d’arbitrage

est équivalente a la propriété
Il existe une probabilité P telle que pour pour tout contrat, sa
valeur sans risque soit donnée par

1
Xo=—E, [V
0 1_|_r P[ 1])
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Commentaires

@ Le prix et la stratégie de couverture ne dépendent pas de la
probabilité a priori.
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Commentaires

@ Le prix et la stratégie de couverture ne dépendent pas de la
probabilité a priori.

@ Seuls deux parameétres comptent : u et d.
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Commentaires

@ Le prix et la stratégie de couverture ne dépendent pas de la
probabilité a priori.
@ Seuls deux parameétres comptent : u et d.

@ Risque uniquement lié au modele.
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Commentaires

Le prix et la stratégie de couverture ne dépendent pas de la
probabilité a priori.

Seuls deux paramétres comptent : u et d.

Risque uniquement lié au modéle.

@ Comment estimer uet d?
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Commentaires

@ Le prix et la stratégie de couverture ne dépendent pas de la
probabilité a priori.

@ Seuls deux parameétres comptent : u et d.

@ Risque uniquement lié au modele.

o Comment estimer u et d?

@ On ne peut pas envisager un modele ou I'actif peut prendre plus de 2

valeurs.
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Modéle a plusieurs périodes

Modele a 3 périodes
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Modéle a plusieurs périodes

Modele a 3 périodes

050:4,r:0,4
e u=2d=1/2doncp=1/2.
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Modéle a plusieurs périodes

Modele a 3 périodes

050:4,r:0,4
e u=2d=1/2doncp=1/2.

o Taux d'intérét nul.
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Modeéle a plusieurs périodes

Modele a 3 périodes

50 =4, r= 0,4
u=2,d=1/2donc p=1/2.
Taux d'intérét nul.

Contrat = call européen maturité 3, prix d’exercice 6.
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Modéle a plusieurs périodes

A
JAVA
VAVAVAN

F1GURE — Evolution a 3 pas
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Modéle a plusieurs périodes

A
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F1GURE — Evolution a 3 pas
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Modéle a plusieurs périodes

A
VAVA
VAVAVAY

F1GURE — Evolution a 3 pas
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Modéle a plusieurs périodes

/\
VAVA
VAVAVAY

F1GURE — Evolution a 3 pas
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Modéle a plusieurs périodes

/\
VAVA
VAVAVAYN

F1GURE — Evolution a 3 pas
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Modéle a plusieurs périodes

Xo = 4/(1,25)% = 2,05

/\
VAVA
VAVAVAY

FI1GURE — Evolution a 3 pas
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Modéle a plusieurs périodes

Formules

Prix

Prix = WEP [VN] .
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Modeéle a plusieurs périodes

Formules

Prix
. 1
Prix = WEP [VN] .

Stratégie de couverture
o, — 12 [D Vi | Fi]
- Dy Sk
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Ve
Méthode

@ Ecrire le systéme linéaire : trop dur!
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Ve
Méthode

@ Ecrire le systéme linéaire : trop dur!

@ Etre malin!
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Ve
Méthode

@ Ecrire le systéme linéaire : trop dur!
o Etre malin!

@ On suppose r = 0 (juste pour simplifier la présentation)
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Objectif

o |l suffit de trouver v, -,y tels que

N-1

Vv =Xo+ Y (S — S))-
j=0
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Objectif

o |l suffit de trouver v, -,y tels que

N-1

Vv =Eip2 [WW] + D 7(Sit1 — )
=0
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Espace d'état = pile/face a N coups

o w=(&£l, £1,---, £1)
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Espace d'état = pile/face a N coups

o w= (41, +1,---, +1)
0 Uk(w) = wi
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Espace d'état = pile/face a N coups
o w= (%1, £1,---, £1)

0 Uk(w) = wi
o P(Uk=1)=P(Ux = -1) = 3
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Espace d'état = pile/face a N coups

o w= (1, £1,---, +1)

0 Uk(w) = wi

e P(Uir=1)=P(Uy=-1) =
@ Espérance

1
2

Eifp[F(Ur,-- UM = D> .. Y F(i,---

=21  iy==1
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Espace d'état = pile/face a N coups

o w= (1, £1,---, +1)
0 Uk(w) = wi
e P(Uir=1)=P(Uy=-1) = %
@ Espérance
E1/2 [F(Ul, SN UN)] = Z ce Z F(il, oo ,I'N)27N
h=+1  iy=%1
@ Exemple :

1 1
Eip[l+pUil =51 +p)+5(1-p) =
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Espace d'état = pile/face a N coups

o w= (1, £1,---, +1)

0 Uk(w) = wi

e P(Uir=1)=P(Uy=-1) = %

@ Espérance

E1/2 [F(Ul, I UN)] = Z .. Z F(il, oo ,I'N)27N

h=%1  iy=%1

@ Exemple :
1 1

Eip[l+pUil =51 +p)+5(1-p) =
o Conséquence :

L. Decreusefond (TPT) Couverture et calcul de Malliavin 20 / 32



Modéle a plusieurs périodes

Prix

e Si UJ =1 alors 5j+1 = Sju
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Modeéle a plusieurs périodes

Prix

e Si UJ =1 alors 5j+1 = Sju

@ par conséquent

u+d\* k u—d
Sk_( 2 )H(1+u+duf)

J=1
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Modeéle a plusieurs périodes

Prix

e Si UJ =1 alors 5j+1 = Sju

@ par conséquent

u+d\ k& u—d
so=(*57) T+ g v)

=t Y
@ ce qui s'écrit

k
In Sk = In(Vud) k+ > |n(§) U;
j=1
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Modéle a plusieurs périodes

Espérance conditionnelle

@ On suppose connue la branche de I'arbre jusqu'au rang k,
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Modeéle a plusieurs périodes

Espérance conditionnelle

@ On suppose connue la branche de I'arbre jusqu'au rang k,

@ On calcule la valeur moyenne du futur a partir de cet instant
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Modeéle a plusieurs périodes

Espérance conditionnelle

@ On suppose connue la branche de I'arbre jusqu'au rang k,
@ On calcule la valeur moyenne du futur a partir de cet instant

@ Ona

Eifp[F(Ur,-- ,Un) UL = i1, U = ]
= Z Z F(il7"'7ik,ik+1,"-iN)2_(N_k)

=1 iy==£1
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Modeéle a plusieurs périodes

Exemple

Eip[(L+prUi)(1+ p2U2) ... (1 + pnUn) [ Ur = ur, -+, Uk = ug]

k
=11 +pu) (3
=1
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Modéle a plusieurs périodes

Opérateur de différence

DeF(Ur,---, Un) = Z(F(U) = F(UR))

Uf = (U1, , Uker, L Uk, o)
= (U1, Uty =1, Ukgr, -+ 0)
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Modeéle a plusieurs périodes

Opérateur de différence

1

DiF(Us, -+, Un) = 5(F(U) = F(U,)
ol
Ul = (U, U1, 1, Uigr,e o)
Ue = (U1, Uk, =1, Uk, o)
Exemple

1
Di(1+ pilUi) = 5 (14 pe = (1= pi)) = px
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Modéle a plusieurs périodes

Formule de Clark-Ocone

Théoréeme

N
F=Ey[F1+ Y Bk
k=1

Bi = Exjo [DkF‘ TR
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Modeéle a plusieurs périodes

Preuve

N N
Zy =[]+ pcU) =14 > Zi—1pi U
k=1 k=1
_ v
1+ pr Uy Pk
=pk(L+p1U1) ... (1 + pr—1Uk-1)(1 + prt1Uk+1) - - (1 + pnUn)

DyZy =

donc

E12[DkZn|Ur,y- -+ Ul = pi(1+ prUr) ... (1 + pr—1Uk—1) = pxZk—1

N
Zn = E1p[ZN] + > Eqjo [DiZn | Fi1] Uk
k=1
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Modéle a plusieurs périodes

Conséquence

Application a S;

Sji+1— 9 = D;j5; U
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Modeéle a plusieurs périodes

Conséquence

Application a S;

Sji+1— 9 = D;j5; U

Application a Vi

N
Vv = Xo+ > E12 [D;Vin | Fjl U
j=1
N—-1
E12 [DjVn | Fj]
= Xo + 4 DJ-S- = (S1-9)
j=0 <)
Couverture et calcul de Malliavin 27 / 32



Non arbitrage

Non arbitrage

Condition de non arbitrage
Si
N-1

> Hi(So,-+,Si-1) (Siy1—Si) =20

=

alors
Hi(So, -+ ,Si—1) = 0, pour tout i.
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Non arbitrage

Condition de non arbitrage

Si
N—1
> Hi(So, - 1) (Si+1—-Si) >0
i=1
alors
Hi(So, -+ ,Si—1) = 0, pour tout i.
Théoréme

La CNA est vérifiée ssi il existe une unique probabilité risque-neutre.
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N=1

@ Probabilité risque-neutre : p tel que

pSou + (1 — p)Sod = 50(1 + r)
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N=1

@ Probabilité risque-neutre : p tel que

pSou + (1 — p)Sod = pSo(1 + r) + (1 — p)So(1 + r)
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N=1

@ Probabilité risque-neutre : p tel que

pSou + (1 —p)Sod = pSo(1 +r) + (1 — p)So(l +r)

o Cela équivaut a

Slp(u—1—r)+(1-p)(d—1-r)] =0
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N=1

@ Probabilité risque-neutre : p tel que

pSou + (1 —p)Sod = pSo(1 +r) + (1 — p)So(l +r)

o Cela équivaut a

plu—1—-r)+(1—-p)(d—-1-r)=0
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N=1

@ Probabilité risque-neutre : p tel que
pSou + (1 —p)Sod = pSo(1 +r) + (1 — p)So(l +r)
o Cela équivaut a

plu—1—-r)+(1—-p)(d—-1-r)=0

(17,)-(5717) -

e Ou
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Non arbitrage

Interprétation géométrique

u—1—r

d—1—-r
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Non arbitrage

Interprétation géométrique

d—1—-r
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Non arbitrage

Interprétation géométrique

Inte"dit par la CNA

d—1—-r
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Non arbitrage
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Non arbitrage

Prix
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